Seminar Integrable Systeme und das KAM-Theorem

VORTRAG 12 UND 13: DAS KAM-THEOREM MIT
PARAMETERN NACH JURGEN POSCHEL -
DIE GROBE IDEE

Gabriele Benedetti
20. Februar 2019

1 Das Setting

1.1 Die Aussage

Wir wiederholen kurz das Setting, das im Vortrag 11 eingefithrt wurde. Es sei H : B’ X
T™ x € — C eine reelle analytische Funktion derart

H(I,0,w) = N(I,w)+ P(I,0,w), N(I,w) = (I,w), (I1,0,w) € B! x T" x Q,

wobei B' C R™ der offene euklidische Ball von Radius 7 um den Ursprung, T" = (R/Z)"
der n-dimensionale Torus und €2 C R" eine beschréankte offene Menge sind. Wir schreiben
einfach H,,, wenn wir die Variabel w festlegen. Es seien a € (0,1) und 7 > n + 1 gegeben.
Wir definieren die stark nicht resonanten Frequenzen in © von Typ (o, 7):

op = {we | w00 <a, Yhez'\ [}, (k)= o)

Wir haben gesehen, dass das Mafl von © \ Q7 der Ordnung O(«) ist aber 27, hat leeres
Innere. Also betrachen wir die folgende offene Anndhrung von Q7 :

Op ={weR"||lw—Q}| <h}CQ, h € (0,a).

Da H reell analytisch ist, existiert eine Erweiterung von H als beschrinkte complex ana-
lytische Funktion auf eine komplexifizierte Umgebung von B! x T" x Oy. Bis auf dem
Einschrénken von 7 und h lésst sich diese Umgebung als B’ x T? x O, mit s > 0 schreiben,
wobei B], O, C C" der Ball und die ~-Umgebung von €2, im complexen Vektorraum sind

und
T2 :={0=(6,...,0,) € (C/Z)" |Vj=1,...,n, || <s}.
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Wir schreiben D, := B x T? und | - |, 55 die Supremum-Norm von Funktionen auf
D,«,s X Oh.
Wir konnen nun die Aussage des KAM-Theorems formulieren.

Satz 1.1. Es gibt eine Konstante E = E(n,T), sodass wenn

3
|Plysn < Ears™™", Was””\/f (1.1)
dann ezistiert eine Lipschitz- Einbettung ¢ : Q) — Q und eine Lipschitz-Familie w € €] +—
L, : T" — B! x T" von reellen analytischen Lagrange Tori mit complexer analytischer
Erweiterung auf T¢/y. Der Torus Ly, ist invariant fiir Hy,) mit Rotationsvektor w. Die

Lipschitz-Bedingung ldsst sich genauer formulieren als
_ . . c
e max {h (e — id)|oz, |¢ — 1d|5193} < E|P|m,h,

o max {5 W (Lo~ L5 0. W(Lo — L9l p05 ) < —

P
arsh| s

wobei ¢ = c(n,7) > 0 eine Konstante mit 3cv/E < 127" ist, |- |, | - |z die Uniform-Norm
und die Lipschitz-Konstante gekennzeichnen, und W die Matriz diag(r~'id, s~tid) ist.

1.2 Wir brauchen eine magische Folge
Wir betrachten nun streng monoton fallende Folgen (r;), (s;) und (h;), so dass
ro=r, Sy=2s8, hy=Ah, r; 40, s;1s/2, h;lO

und setzen D; x O;j := D, s, X Op, und |- |; == | - |1, s, 1,
Fiir den Beweis werden wir die Folgen geschickt wéhlen. Insbesondere wollen wir ent-
sprechende Einbettungen

G’ :D; x Oj — D, x Oy, Go :=id,
sodass die w-Koordinate nur von der w-Koordinate abhéngt:
G = (7, ), ®: D; x Oj = D, ¢ O; — Op.
Auflerdem werden wir auch verlangen:
@7 symplektisch Vw € O;.

Wir werden G7 so bilden, dass ein G = (®,¢) : 0 x T}, x Qf = D, x Oy, existiert mit

lim }g - gj‘o,s/Q,o = 0.

j—o0
Wir bekommen dazu eine Folge von Hamiltonschen Funktionen

HjZIHOgj:€j+N+Pj, 6]'20]‘%@, PjIDjXOj%(C.
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Wir verlangen auch, dass
lim [dPj[o,s/2,0 = 0.
j—oo

Dann fiir alle w € 2] haben wir die Folge von reell analytischen Tori
L :T" — B x T", LI (9) = ®7(0,0),

die gegen den Torus L, : T" — B x T", L,,(0) = ®,(0,0) in C' konvergiert. Daraus folgt,
dass L, reell analytisch, Lagrange und invariant unter dem Flufl von H,, mit einer zu
der Translation durch w konjugierten Dynamik ist. Fiir die Lagrange-Bedingung rechnen
wir

Li(dI Adf) = lim (L1)*(dI A df) = lim (L2)*(®7)*(dI Adf) = lim (L2)*(dI A df) = 0,
weil L offensichtlich Lagrange ist.

Was die Invarianz angeht, folgt aus H = H o G7, dass H? = H,,

doa)®, - Xy (0,0) = Xpr ,  (LL(0), VO eT"

() © Dy,. Also

Die linke Seite konvergiert nach d ¢ ®., - X, (0,60) = dgL,, - w und die rechte Seite gegen
X, (Ly(0)), sodass
de W = XH<p(w)<LW)7

wie gewiinscht.

1.3 Induktive Definition der Folge
Wir werden die Folge G’ als Verkettung definieren. Also sind Einbettungen

.Fj:(q;’w):DjJrl XOj+1 —)Dj XOj

zu finden, sodass G/ := F%o ... 0 F/7! die obigen Eigenschaften besitzt. Wir werden F°
in Abhingigkeit von H = HY als Losung eines linearen Problems konstruieren. Dann wird
H' = H°0 ¥, und wir werden diese Verfahren wiederholen, sodass fiir alle j € N Y durch
H bestimmt ist und H’/*! durch F7 und HY.
Wir fithren im néchsten Abschnitt den allgemeinen Induktionschritt durch. Im iibernéchsten
Abschnitt leiten wir aus den allgemeinen Schritt die Existenz von Folgen (r;,s;, h;) her,
fiir die (77?) gelten.

2 Der allgemeine Schritt

2.1 Supremum-Norm und Fourier-Koeffizienten

Es seien v > 0 und s € (0,1). Wenn u : T" — C definieren wir
627rs\k\
|

|, ;= sup |u(k)|——.
s = sup Ji(8)
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Es sei weiter
v:Zs — C, v(z) = Z a(k)e* ik
kezZn
die komplexe Erweiterung von u, sodass u die Einschrinkung von v auf T" ist. Schliellich
setzen wir fiir alle K € (0, o0

ug : T" — C, ug(x) = Z a(k)e?m ik,
|k|<K

Es gelten die Abschitzungen
—mKo

[uklos < |vls, v — vk|s—o < |l (2.1)

O—l/+n

fiir eine von n und v abhéngige Konstante c. Ahnliche Formeln gelten fiir u : B, — C.

2.2 Die 6 Teilschritte

Esseien0<51<s<1,0<r1<r<1,h>0undK>0.Esseiena::%(3—51),

n :=ri/r und setzen hy := h/27"". Wir nehmen an, dass
1 h
n < 3 K™ < %, c|Plrsn < 3 e <" C|Plysn < anro™t™ (2.2)
Wir betrachten H : D, s x O, — C, wobei H = e + N + P und P reell analytisch und
beschriankt ist.

2.2.1 Die Funktion P abschneiden

Wir schreiben .
P=Q+A"",  Q=R+AR",

wobei () die Taylor-Entwicklung von P in der I-Variable in I = 0 ist und R die Summe
der Fourier-Koeffizienten von ¢ mit Index k € Z", |k| < K ist.
Wir benutzen den Integralrest und (2.1)), um zu finden

|Agaymr|277r,s,h < C772|P|T,s,h7 |Q|T,s,h < C|P|r,s,h-
Um R abzuschétzen, benutzen wir nochmal (2.1)) und auch (2.2)):

—nKo

. e
’A%urler‘r,s—a,h S & |P|r,s,h7 ‘R|r,s—a,h S C|P|r,s,h- (23)

=
2.2.2 Abschitzung fiir Elemente in O,
Fiir w € Oy, folgt aus , dass

[{w, k)

«

’ZWa Vk eZ", |k < K,

denn ein w, € 7, existiert mit |w — w,| < h und

e, B)] > [, k)] = o — k] > okl — hlk| > alk]™" — alk™ /2.
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2.2.3 Linearisierte Gleichung

Wir definieren ¥ = FL. als der Flu} zur Zeit 1 einer Hamiltonschen Funktion F : Dgnm_% X
Os9r, — R, die wir jetzt bestimmen. Wir entwickeln fiir jedes (z,w) die Funktion t —
H o §F%(z,w) um t = 0 und benutzen den Lagrange-Restglied

1
Hl:Hoqx:e+Noqz+Po\p:e+N+{N,F}+§{{N,F},F}og§;+R (2.4)

+ {R, F} o th + (A’QI‘aylor + Al;{‘ourier) o \If,
wobei t1, 1y € [0, 1] unbekannte Funktionen sind. Es sei nun F' die Losung der Gleichung

{F.N} =R —[R], (2.5)

wobel

[RI(1,w) = [Pli=ol(w) + [0 P|1=0](w)]

und rechts haben wir die Integrale von P und 9; P auf dem Torus 6 — (0,6, w). Dann lésst
sich die Losung F' formal schreiben als

R k 2mikz
F(z) = Z (w(, k)>e :

keZn

Da R linear in [ ist, gilt das auch fiir F. Insbesondere 9% F = 0.

2.2.4 Parameterwechsel

Wir haben aus der Definition

Pl s
‘[tho]) < |Ply.s., )[81P|1=0]‘ < C| 2 ’h,
h h r

PTS
aw[alphzo]‘ < Mrsn 9 6y

2n/3 hr

Nach (2.2)) ist die Funktion w — w + [07P|;=o|(w) invertierbar auf O 3 und wir schreiben
Y 2 Opsz — Ogyys fiir ihre Inverse. Es gilt

|P|r,s,h
rh

Wir schitzen nun die Lipschitzkonstante von ¢ — id auf Oy s ab. Es seien wy,ws € Oy 6.
Wenn |w; — ws| > h/3, dann

|(¢p —id)(wy) — (¢ —id)(wo)| < 2[¢ — id| /6 < C\P\r,s,h
|lwi — wa - h/3 B hr

1
max{ﬁ‘ld—w‘h/g, yuam} <c (2.7)

Wenn |w; — ws| < h/3 ist die Strecke ¢ — (1 — t)wy + twy in Oy enthalten und wir
bekommen durch den Mittelwertsatz

| —id)(w) — (& —id)(w2)| _ |Plrs

lwi — wel - hr




Also haben wir

. 1 . . |P|r,s,h
[ —id|[z := max {3-fid =[x, [ —id|pn} < ==,

: : — |($=id) (w1) = (d—id) (wo)| ;
wobei [ — 1d]£’% = WD wne0y, E— . Wir setzen auflerdem

e = (e—l— [P]IZO]) o

und wir haben

P r,8
lew = ells < effells + 10,
wobei die Lipschitz-Konstante durch einen Fallunterschied wie oben abgeschétzt wird.
Wenn wir d := |le||n + 1 und d; := ||eq||nss + 1 setzen, folgern wir aus der Dreiecksun-
gleichung
’P’rsh
dr < (14220 )a, 2.8
1S (L+e h (2.8)

2.2.5 Neue Koordinaten

Nach unserer Wahl von F' haben wir die Abschitzung der Fourier-Norm

P
‘Flel,sfa S C| |T7S,h-
Q

Daraus folgt die Abschiatzung der Supremum-Norm

‘P‘r,s,h

argTtn’

Fl OrF|z s OpF |y s—
i {leazon Ol ecamn O0Pleaion ey 18} < c
ro o r r

Das Hamiltonsche Vektorfeld von F'lésst sich als Xp = (—0pF, 0, F) in der (I, #)-Koordinaten
schreiben. Nach der obigen Abschéitzungen und ({2.2)) haben wir

1 1
max {_‘89F|27]7",s—20,h7 _‘8IF|2nr,s—20,h} S 1
nr o

Es folgt daraus, dass die Abbildung ¥ auf D,, ;, x O wohl definiert ist und dass wir
genauer §% : Dy, s, X Op — Doy 5o, fiir t € [0, 1] haben. Wir schitzen nun d¥ ab. Dieses
Differential geniigt der linearen Differentialgleichung

Wi Ug\ _ (O5F G \ (i Y
o )\ 0o -94F)\0 Vi)

die wir als

V=03, F Ui, W) =-0,F -0y, W) =08F U} +03F T



umschreiben. Nun kann die Supremum-Norm von d¥ — id durch das Gronwall-Lemma
abgeschétzt werden:

‘P‘r,s,h
argTtn’

. . g
max {|\II§ - 1d|?‘1781,h7 |\Ijg - 1d|7’17817h7 ;|\P£|T’17817h} <c

wobei wir genutzt haben, dass |07y F|,, s, » < 1/3 nach (2.2)) ist. Wir definieren die Matrix
W := diag(r~tid, 0 'id), wobei id die Identitdtsmatrix in R ist. Wir kénnen dann die
obigen Abschéatzungen in folgender kompakteren Form zusammenfassen:

PT’S
mw{Mﬂ%ﬂ@hmb|W@W—Mmﬁmww}§c|Lﬁ

argTtn’

Wir méchten nun die Lipschitz-Konstante der Abbildung (z,w) — ¥(z,w) — Vo(z,w)
abschétzen. Zu diesem Zweck bemerken wir, dass

| Plr.s,n
’WXF‘ < CON»O-T-HZ’
sodass die Lipschitz-Konstante von W Xp in der Variable w nach der Cauchy-Formel und
einem Argument wie im vorherigen Abschnitt den folgenden oberen Schranke besitzt
¢ [Plrsp

|WXF|£’% < haromn’

Eine Anwendung des Gronwall-Lemmas liefert die Lipschitz-Abhéngigkeit von dem Flufl
von F' mit Lipschitz-Konstante
c ’P|r,s,h

|WXF|£’% < haroT

(2.9)

Wir kénnen nun die gesamte Lipschitz-Konstante von W — U beziiglich der Metriken |1V - |
und |W - | berechnen, wobei W = diag(r—'id, o~ tid, h71id). Es gilt

| Plrsh
‘\Ij B \Poywﬁﬂ"lvsl»% < Car;Tj-n '
Daher
0 . 0 0 |P’ .S,k
H\IJ -V HTLSL% = max {‘\IJ -V |W,7’1781,%’ ‘\Ij - |W,£,7’1,817%} < CO(?”UT:F"'

2.2.6 Neue Abweichung
Nach unserem Wahl von F' und dem Parameterwechsel wird die Entwicklung ([2.4]) zu

H'=e¢ +N+ P, (2.10)

wobel

1 .
Py i= S{[R] ~ R F} o8 + (R, F} o § + (AT + AR o,
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Es gilt

1 1
5{[R] - R7 F} ogtpl' + {Ra F} O%’tFQ B S 5’[81P|I:O]|h’80F‘2m‘,sf2o,h

3
+ 5 |81R|2'r]'r,s—20,h|86'F|277r,s—20,h

3
+ 5 ‘aGRIQnr,szU,h’aIFIQnr,szU,h

C

und alle die drei Termen sind kleiner als —<|P|2_,. Wir folgern daraus, dass

efwKU

Pilry i < P+ e( + ) 1Pl (2.11)

arogTtn o

3 Superlineare Konvergenz

3.1 Die richtige Parameter wéhlen

Wir mochten nun eine genauere Abschétzung aus die letzte Ungleichung gewinnen. Dazu
miissen wir die Parameter r, o, h, K und € geschickt wahlen. Wir nehmen an

|P|T,s,h <€,
sodass die Cauchy-Formel die Abschétzung

(AP, gp < c—,
ro

liefert, wobei das Differential nur beziiglich der (I, #)-Koordinaten ist. Wir definieren

€
EF=—
aroT™tn
und wir wahlen
n\ 1/7 1
—VE,  h:=3an0™", K= (O“’ ) -
g no 2h 6%E%0‘

Wir bemerken, dass nur ¢ und daher s; < s beliebig sein diirfen. Aufferdem

€ € VE

rh r3anoTtn 3
Wir haben dann o
e e ()
Eom Eom oo

Wir nehmen nun E. sodass

\/E<min{1 1}, vpel,B, L (3.1)
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Somit sind alle die Voraussetzungen in ([2.2)) erfiillt. Wir fithren die neue Breite o := o/2
ein, sodass sy = s1 — 307. Wir setzen

3_1 .3 €1
E1 = C? 1E127 —T-i-n:: El.

Insbesondere ist E; < E und fiir alle D; < E; mit D, —:3-1 D3/2 gilt

f(D) _ 2IeD) _ JD) (32)
ol o" o
Auflerdem h h h
hl = 3047’]10'1——"_” < 30477‘77+n 9T+n - 97+n < 922n+1 < 6

Die Abschétzung (2.11)) wird zu

C|P1|T1781,h1 < (C |P|r,s,h )g

aro]™ T \argmtr

Nach der Definition von E; und ¢, folgt, dass
‘Pl‘rl,sl,hl < €1
und nach der Cauchy-Formel
APy oy < crf—;l
Daher bekommen wir einen wohl definierten Parameterwechsel ¢ : O, — O;,. Wir setzen

F Drl,sl X Oh1 — Dr,h X Oh, F = (\11,77@)

und wir haben

) € € €
| F —1d||r 0.0 < max{c } =c—

aron “rh rh’
beziiglich der Metrik [W - |.

3.2 Konvergenz der Folge

Wir wiederholen das obige Verfahren induktiv und bekommen die Folge F7/ = (W07 ¢)7) :
Dji1 x Oj11 — Dj x Oj und H™' = HI o FI, wobei ¥° = U, ¢° = ¢ und H* = H. Wir
withlen nun oy := s¢/12, sodass s; — so/2, und wir nehmen

T+n

€ := Faryo}

Wir haben entsprechende Folgen Ej, €;, rj, hj, W;, d;. Insbesondere

g = Yem)3)
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Da ¢cE < 1/2 und (%)] > j fir alle 5 € N finden wir durch Vergleichung mit einer
geometrischen Reihe, dass

iEjch, i VE; < cVE, i < . (3.3)

j=0 7=0

3=

AuBlerdem

o || —id||j}1 < e/Ej,
o (i) llejrr —ejlljn < elllejlly + DV E;, (i) djpr < (1+ e/ Ej)d;,
e max{|Pl;, |dP;|;} < cE;.

Aus (i7) folgt es, dass die Folge d; = ||e;||; + 1 eine obere Schranke besitzt (siehe (3.4) un-
ten), sodass nach (i) die Folge e; nach einer gewissenen Lipschitz-Funktion e konverglert

Wir definieren G7 := Fo...0 F/7t = (&7, ¢7). Wir schitzen die Lipschitz-Konstante
beziiglich der Metriken | - | und W, - | ab:

j-1 j—1 j—1
Gz < H | F i [WiW ] < H ( - C\/_> < exp < Z \/E> < exp(eVE), (3.4)
i=0 i=0 i=0

wobei wir benutzt haben, dass |W;W,,}|. Daher folgt, dass

(Wo(G7! = G7)lj1 = [Wo(G7 0 F7 = G741 < |G |2 IW5(F7 —id)|j11 < e/ B
Also haben wir den Limes beziiglich der Uniform-Norm

G' =G T x Q) = Dy x O,
Nach (3.3) gilt
IWo(G —id)| < ¢VE.

Um die Lipschitz-Konstante von G —id abzuschiitzen fithren wir die Notation f7/ := F/ —id
und G := Flo...o F/7! fiir i < j, wobei G/ = id. Die Formel (3.4]) zeigt auch, dass die
Lipschitz-Konstante von G*/ beschriinkt durch exp(cy/Ep) ist. Dann

j—1
gj —id = ]3'0 o gl,j —id = ng —id + fO o gl,j — Zfz o gz‘—f—l,j.
=0

Daher ist die Lipschitz-Konstante beziiglich der Metriken |W;-| auf der Bildmenge D,. s x Oy,
und der Standard-Metrik auf der Definitionsmenge und ']I'Z/2 x €7 abgeschétzt durch

7j—1

|gj—id|£,jgcz—||f% 1d||,+1<cz \/E<c—
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Wir nehmen nun den Limes und bekommen

E
’g - id’s/2,£ < C\/T_.

Wir schreiben G = (@, ¢) und bemerken, dass wenn wir die obigen Schritte nur fiir ¢ =
lim¢° o ... 047 durchfiihren, bekommen wir die bessere Schranke

|l —id)|| < <VE.
SchlieBllich gewinnen wir fiir ® aus der Abschéitzung fiir G:
E
max {371|W(<I> — %52, |W(P - CI>0)|S/275} < c\/—_,
s

wobei wir die Standard-Norm wieder benutzt haben. Die Folgen G/ und H’ geniigen den
Bedingungen, die in Abschnitt enthalten sind. Daher ist ® die gewiinschte Familie von
invarianten eingebetteten Tori. Der Beweis des Satzes [1.1]ist somit fertig.

Quellen

e Poschel, A Lecture on the Classical KAM Theorem, Proc. Symp. Pure Math., 69
(2001), 707-732.
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